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INTRODUCCIÓN

Como ya hemos visto, la distribución teórica normal es muy frecuente en
estadística. Además, aunque la distribución teórica de los datos no sea normal, para
muestras grandes, la distribución de la media muestral también se aproxima a una
normal (por el Teorema Central del Límite).

Por dicho motivo, en este tema vamos a estudiar algunas distribuciones
relacionadas con la normal, así como la distribución en el muestreo de varios
estadísticos cuando se asume que la distribución poblacional es normal.

Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. de X ∼ N(µ, σ).

X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi es el estimador máximo verosimil, así como el EIMV, para µ.

Además, X̄ ∼ N(µ, σ/
√
n).

Si µ = µ0 es conocido, 1
n

∑n
i=1(Xi − µ0)2 es el estimador máximo

verosimil, así como el EIMV, para σ2.

Si µ es desconocido,

S2 = 1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 es el estimador máximo verosimil para σ2.

S2
c = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 es el EIMV para σ2.
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DISTRIBUCIÓN χ2

DEFINICIÓN: DISTRIBUCIÓN χ2

Sea X ∼ N(0, 1) y sea Y = X2. Por definición, diremos que Y sigue una
distribución chi-cuadrado con un grado de libertad χ2

1.

Si Y ∼ χ2
1, entonces Y ∼ Γ(1

2
, 1

2
).

SeaX1, . . . , Xn una m.a.s. deX ∼ N(0, 1) y sea Y =
∑n
i=1X

2
i . Por definición,

diremos que Y sigue una distribución chi-cuadrado con n grados de libertad χ2
n.

Si Y ∼ χ2
n, entonces Y ∼ Γ(n

2
, 1

2
).
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DISTRIBUCIÓN χ2

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCIÓN χ2

La distribución χ2 es reproductiva.

E
[
χ2
n

]
= n.

V ar
[
χ2
n

]
= 2n.

No hay una expresión sencilla para su función de distribución, por lo que
(como ocurre con la normal) se hace necesario el uso de tablas.

Para valores de n grandes, χ2
n ≈ N(n,

√
2n).
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DISTRIBUCIÓN χ2

P
{
χ2

6 > 7.84
}

= 0.25
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DISTRIBUCIÓN χ2

Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. de X ∼ N(0,
√
θ). Calcula la cota de Cramer-Rao

para θ y demuestra que 1
n

∑n
i=1X

2
i es insesgado y su varianza alcanza la cota.
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DISTRIBUCIÓN χ2

EJERCICIO 1

La cantidad de vitamina C (en gr.) contenida en una naranja se distribuye según χ2
1.

Si la cantidad de vitamina C recomendada son 3 gr., ¿con que probabilidad no se
alcanza esa cantidad al consumir una naranja? Suponiendo que la cantidad de
vitamina C que contienen las naranjas es independiente, ¿cuántas naranjas ha de
consumir para asegurar que se han ingerido 3 gr. con una probabilidad del 95 %?

P{χ2
1 < 3} ∼ 1− 0.075 = 0.925

P{χ2
n > 3} = 0.95⇒ 9 naranjas (con 8 no se alcanza el 95 %)
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DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

DEFINICIÓN: DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

Sea X ∼ N(0, 1) e Y ∼ χ2
n independientes. Por definición, diremos que

T =
X√
Y/n

sigue una distribución t de Student con n grados de libertad tn.

Así, si dividimos una normal tipificada entre la raiz de una χ2 corregida por sus
grados de libertad, siendo ambas independientes, la distribución resultante es t.

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

E [tn] = 0, si n > 1.

V ar [tn] = n
n−2

, si n > 2.

E [tn] = E[
N(0,1)√
χ2
n/n

]
ind
=

E[N(0,1)]

E[
√
χ2
n/n]

= 0

E[
√
χ2
n/n]

= 0

V ar[tn] = E[t2n]− E2[tn] = E[t2n] = E[(
N(0,1)√
χ2
n/n

)2]
ind
= E[(N(0, 1))2]E[ 1

χ2
n/n

] =

1 · E[ n
Γ(n/2,1/2)

] = nE[ 1
Γ(n/2,1/2)

] = n
1/2

n/2−1
= n
n−1

, puesE[ 1
Γ(α,λ)

] = λ
α−1

(ver ej 2.3 hoja)
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DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

Se trata de una distribución simétrica, similar a la de la normal, pero con colas
más pesadas.

No hay una expresión sencilla para su función de distribución, por lo que se
hace necesario el uso de tablas.

Para valores de n grandes, tn ≈ N(0, 1).
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DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

P {t3 > 2.3534} = P {t3 < −2.3534} = 0.05
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DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT

EJERCICIO 2

Sea X1, . . . , X5 una m.a.s. de una N(0, 1). Determina el valor de c para que la
siguiente v.a. tenga distribución t de Student:

c
X1 +X2√

X2
3 +X2

4 +X2
5

Por definición una t es cociente entre una N(0, 1) y la raiz de una χ2 entre sus
grados de libertad
En el numerador tenemos X1 +X2 que es una N(0,

√
2) por lo que debemos

dividir el numerador por
√

2.
En el denominador hay una χ2

3, por lo que faltaría dividir dentro de la raiz por 3.

c =

1√
2

1√
3

=

√
3

2
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DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

DEFINICIÓN: DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

Sea X ∼ χ2
n e Y ∼ χ2

m independientes. Por definición, diremos que

F =
X/n

Y/m

sigue una distribución F de Snedecor con n y m grados de libertad Fn,m.

Así, si dividimos dos chi-cuadrados independientes corregidas por sus grados de
libertad, la distribución resultante es F .

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

E [Fn,m] = m
m−2

, si m > 2.

Si T ∼ tn, entonces T 2 ∼ F1,n.

E
[
Fn,m

]
= E

[
χ2
n/n

χ2
m/m

]
=
ind
= m

n
E
[
χ2
n

]
E

[
1
χ2
m

]
= m

n
nE

[
1

Γ(m/2,1/2)

]
= m

1/2
m/2−1

= m
m−2

Si T ∼ tn entonces T =
N(0,1)√
χ2
n/n

y T2 =
(N(0,1))2

(
√
χ2
n/n)2

=
χ2

1
χ2
n/n

=
χ2

1/1

χ2
n/n

∼ F1,n
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DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

Si F ∼ Fn,m, entonces 1
F
∼ Fm,n.

No hay una expresión sencilla para su función de distribución, por lo que se
hace necesario el uso de tablas. En este caso, además, existe una tabla para
cada valor de probabilidad (pues las filas y las columnas se emplean para los
grados de libertad).
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DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

Las tablas sólo existen para valores de α pequeños, para α grandes, usamos:

α = P {Fn,m > Fn,m,α} = P

{
1

Fn,m
<

1

Fn,m,α

}
= P

{
Fm,n <

1

Fn,m,α

}
= 1− P

{
Fm,n >

1

Fn,m,α

}
.

P {F6,3 > 8.94} = 0.05 → P

{
F3,6 >

1

8.94

}
= 0.95
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DISTRIBUCIÓN F DE SNEDECOR

EJERCICIO 3

El gasto mensual en alimentación y los ingresos totales de una familia (en cientos
de euros) tienen distribución χ2 con medias 5 y 12, respectivamente. ¿Qué
proporción de las familias destina más del 13 % de sus ingresos en alimentación?

P{A
T
> 0.13} = P{ A/5

T/12
> 0.13

12

5
} = P{F5,12 > 0.312}

= 1− P{F12,5 > 1/0.312} = 1− P{F12,5 > 3.20} = 1− 0.1 = 0.9
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

Una vez estudiadas las distribuciones más importantes asociadas con la
distribución normal, vamos a estudiar la distribución en el muestreo de algunos
estadísditos cuando la distribución poblacional es normal.

TEOREMA DE FISHER

Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. de X ∼ N(µ, σ).

I X̄ ∼ N(µ, σ/
√
n)⇔ X̄−µ

σ

√
n ∼ N(0, 1)

II nS2

σ2 =
(n−1)S2

c
σ2 =

∑n
i=1(Xi−X̄)2

σ2 ∼ χ2
n−1

III X̄ y S2 son v.a. independientes.

Nótese que I y II especifican la distribución de la media y la varianza muestral, lo
que nos será de utilidad para obtener intervalos de confianza en el siguiente tema.
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

EJERCICIO 4

Consideremos X1, . . . , X20 m.a.s. de X ∼ N(µ,
√

3). Calcula P
{
S2
c > 1′5

}
.

Por el teorema de Fisher se tiene que n−1
3
S2
c ≡ χ2

n−1.

P
{
S2
c > 1′5

}
= P

{
20−1

3
S2
c >

20−1
3

1′5
}

= P
{
χ2

19 >
20−1

3
1′5
}

= P
{
χ2

19 > 9′5
}

.

Buscando en las tablas se obtiene que 0′95 < P
{
χ2

19 > 9′5
}
< 0′975 , y por tanto

0′95 < P
{
S2 > 1′5

}
< 0′975 .
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

EJERCICIO 5

Consideremos X1, . . . , X100 m.a.s. de X ∼ N(2′5, 6). Calcula
P
{

1′5 < X < 3′5 , 30 < S2 < 44
}

.

Por el teorema de Fisher se tiene que X y S2 son independientes y que n−1
36

S2 ≡ χ2
n−1.

Además, X−2′5
6

√
n ≡ N (0, 1). Entonces, se tiene que p = p1 · p2, con

p = P
{

1′5 < X < 3′5 , 30 < S2 < 44
}

,

p1 = P
{
1′5 < X < 3′5

}
y p2 = P

{
30 < S2 < 44

}
.

Además,

p1 = P
{

1′5−2′5
6

√
n < X−2′5

6

√
n < 3′5−2′5

6

√
n
}

= P
{
−1
6

√
n < N (0, 1) < 1

6

√
n
}

= P
{
|N (0, 1)| < 1

6

√
n
}

= P
{
|N (0, 1)| < 1′67

}
= 1− 2 · 0′0475 = 0′905

p2 = P
{
n−1
36
· 30 < n−1

36
S2 < n−1

36
· 44

}
= P

{
30
36

(n− 1) < χ2
n−1 <

44
36

(n− 1)
}

= P
{
82′5 < χ2

99 < 121
}
' P

{
82.5− 99
√

2 ∗ 99
< N (0, 1) <

121− 99
√

2 ∗ 99

}
= P

{
−1′17 < N (0, 1) < 1′56

}
= 1− P

{
N (0, 1) > 1′56

}
− P

{
N (0, 1) > 1′17

}
= 0′8196 y

p = 0′905 · 0′8196 = 0′7417
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

DISTRIBUCIÓN DE LA MEDIA MUESTRAL CON σ DESCONOCIDA

Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. de X ∼ N(µ, σ), con σ desconocido. Entonces,

T =
X̄ − µ
S

√
n− 1 =

X̄ − µ
Sc

√
n ∼ tn−1

T =

X̄−µ
σ

√
n√

nS2

σ2(n−1)

=
X̄ − µ
S

√
n− 1 cociente entre una N(0,1) y una χ2 corregida por sus g.l.

T =

X̄−µ
σ

√
n√

(n−1)S2
c

σ2(n−1)

=
X̄ − µ
Sc

√
n cociente entre una N(0,1) y una χ2 corregida por sus g.l.

Estimación I Distr. en el muestreo para poblaciones normales 19/24



DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

DIFERENCIA DE MEDIAS EN DOS POBLACIONES INDEPENDIENTES NORMALES

Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. de X ∼ N(µX , σX) y Y1, . . . , Ym una m.a.s. de
Y ∼ N(µY , σY ), independientes entre sí. Entonces,

si σX y σY son conocidas,
X̄ − Ȳ − (µX − µY )√

σ2
X/n+ σ2

Y /m
∼ N(0, 1)

si σX y σY son desconocidas, pero iguales, σX = σY = σ,
X̄ − Ȳ − (µX − µY )√
nS2

X+mS2
Y

n+m−2

√
1
n

+ 1
m

∼ tn+m−2

EJERCICIO 6

Demuestra los puntos anteriores.

X̄ y Ȳ son normales independientes, por lo que su diferencia esN(µX − µy,
√
σ2
X/n+ σ2

Y /m).

σ1 = σ2 = σ. Por el ta de Fisher,
nS2
X

σ2 ≡ χ2
n−1 y

mS2
Y

σ2 ≡ χ2
m−1. Puesto que estas v.a. son independientes y

que la distribución χ2 es reproductiva, Y =
nS2
X+mS2

Y
σ2 , tiene distribución χ2

n+m−2. Dividimos la normal tipificada

anterior entre la raiz de esta χ2 corregida por sus g.l.

Estimación I Distr. en el muestreo para poblaciones normales 20/24



DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

COCIENTE DE VARIANZAS EN DOS POBLACIONES INDEPENDIENTES NORMALES

Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. de X ∼ N(µX , σX) y Y1, . . . , Ym una m.a.s. de
Y ∼ N(µY , σY ), independientes entre sí, con µX y µY desconocidos.
Entonces,

S2
c,X/σ

2
X

S2
c,Y /σ

2
Y

∼ Fn−1,m−1

puesto que
(n−1)S2

c,X

σ2
X

≡ χ2
n−1 ,

(m−1)S2
c,Y

σ2
Y

≡ χ2
m−1, y son independientes, y entonces

1
n−1

(n−1)S2
c,X

σ2
X

1
m−1

(m−1)S2
c,Y

σ2
Y

=
S2
c,X/σ

2
X

S2
c,Y /σ

2
Y

∼ Fn−1,m−1(cociente de dos chi-2 independientes corregidas por sus g.l.)
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

EJERCICIO 7

Consideremos dos m.a.s. de tamaños n = 5 y m = 4 de dos poblaciones
normales independientes, con σX = σY . Calcula:

a) P

{
S2
c,X

S2
c,Y

> 6′25

}
b) P

{
S2
c,X

S2
c,Y

< 0′192

}
.

Se tiene que
S2
c,X/σ

2
X

S2
c,Y

/σ2
Y

≡ Fn−1,m−1 , y entonces
S2
c,X

S2
c,Y

≡ F4,3.

a) P

{
S2
c,X

S2
c,Y

> 6′25

}
= P

{
F4,3 > 6′25

}
. Buscando en las tablas se obtiene

0
′
05 < P

{
S2
c,X

S2
c,Y

> 6
′
25

}
< 0
′
1 .

b) P
{
S2

1
S2

2

< 0′192

}
= P

{
S2

2
S2

1

> 1
0′192

}
= P

{
F3,4 > 5′21

}
, y se obtiene

0
′
05 < P

{
S2

1
S2

2

< 0
′
192

}
< 0
′
1 .
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

DIFERENCIA DE MEDIAS EN UNA POBLACIÓN BIDIMENSIONAL NORMAL

Sea (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) una m.a.s. de (X,Y ) ∼ N(µµµ,ΣΣΣ), con

µµµ = (µX , µY ) y ΣΣΣ =

[
σ2
X σXY

σXY σ2
Y

]
Entonces,

si ΣΣΣ es conocida,
X̄ − Ȳ − (µX − µY )√
σ2
X + σ2

Y − 2σXY

√
n ∼ N(0, 1)

si algún elemento de ΣΣΣ es desconocido, definimos Z = X − Y , con lo que
(Z1, · · · , Zn) = (X1 − Y1, · · · , Xn − Yn) es una m.a.s. de
Z ∼ N(µZ , σZ) ≡ N(µX − µY ,

√
σ2
X + σ2

Y − 2σXY ) y, por tanto,
Z̄ − µZ
SZ

√
n− 1 =

X̄ − Ȳ − (µX − µY )√
1
n

∑n
i=1(Xi − Yi − (X̄ − Ȳ ))2

√
n− 1 ∼ tn−1

En el segundo caso, se calculan lasZ y se trabaja con ellas como si se tratase de una v.a. unidimensional normal usual, por

lo que se pueden utilizar los resultados vistos anteriormente.
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DISTRIBUCIÓN EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

EJERCICIO 8

Sean (X1, Y1), . . . , (X6, Y6) m.a.s. de X ∼ N(µµµ,ΣΣΣ), con

µµµ = (7, 8) y ΣΣΣ =

[
4 −2

−2 3

]
.

Calcula:P
{
X − Y > 0′41

}
.

Se tiene queX − Y tiene distribución normal. Calculamos los parámetros. Para calcular la varianza resulta útil considerar
Zi = Xi − Yi para i = 1, ..., n, que son vaiid (n = 6). Se tiene queZ = X − Y .

E
[
X − Y

]
= µ1 − µ2 = 7− 8 = −1 ,

V
[
X − Y

]
= V

[
Z
]

=
σ2
Z

n
=
σ2

1 + σ2
2 − 2σ12

n
=

4 + 3− 2 · (−2)

6
=

11

6
.

Se tiene entonces que

P
{
X − Y > 0

′
41
}

= P

{
X−Y−(−1)√

11/6
>

0′41−(−1)√
11/6

}
= P

{
N (0, 1) > 1

′
04
}

= 0
′
1492 .
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